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Resume Dans cette note nous employons la theorie des triplets spectraux de Connes pour rapprocher 
le modele de Manin du graphe dual de la fibre a l'infini d'une surface d'Arakelov et la cohomologie 
du cone dc la monodromic locale. 



Spectral triples in Arakelov geometry 

Abstract In this note, we use Connes' theory of spectral triples to provide a connection between 
Manin's model of the dual graph of the fiber at infinity of an Arakelov surface and the cohomology of 
the mapping cone of the local monodromy. 



Abridged English version 

In Arakelov theory a completion of an arithmetic surface is achieved by enlarging the group of divisors 
by formal linear combinations of the "closed fibers at infinity" . Manin in Q described the dual graph 
of any such closed fiber in terms of an infinite tangle of bounded geodesies in a hyperbolic handlebody 
X r = T\H 3 , uniformized by a Schottky group V C PSL(2,C). In this note we consider arithmetic 
surfaces over the ring of integers in a number field, with fibers of genus g > 2. We use Connes' theory 
of spectral triples to relate the hyperbolic geometry of the handlebody to the cohomology of the cone of 
the local monodromy N at arithmetic infinity as introduced in Qj. First, we construct a spectral triple, 
where the non-commutative space is given by the reduced C*-algebra of the Schottky group acting 
on the cohomology of the cone via a representation induced by the presence of a polarized Lefschetz 
module structure. In this setting we recover the alternating product of the archimedean factors from 
a zeta function of the spectral triple. Then, we introduce a second spectral triple, which is related 
to Manin's description of the dual graph of the fiber at infinity. Here the non-commutative space is 
a C*-algebra representing the "reduction mod infinity" and acting on a "dynamical homology and 
cohomology" pair, defined in terms of the bounded geodesies in the handlebody and of a dynamical 
system T. The operator $, that represents the "logarithm of a Frobenius-type operator" on the 
archimedean cohomology of @, gives the Dirac operator on these spectral triples. We show that the 
archimedean cohomology embeds in the dynamical cohomology, compatibly with the action of a real 
Frobenius Foo, so that the duality isomorphism on the cohomology of the cone of N corresponds to 
the pairing of dynamical homology and cohomology. 

A detailed version of the results presented in this note is contained in H . 
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1 Introduction 



En theorie d'Arakelov une completion d'une surface arithmetique est realisee par l'elargissement du 
groupe des diviseurs avec une combinaison lineaire formelle des "fibres fermees a l'infini'' . Dans 
||, Manin a decrit le graphe dual d'une telle fibre fermee en employant un enlacement infini de 
geodesiques limitees dans une variete hyperbolique Xr = r\H 3 , uniformisee par un groupe de Schottky 
r C PSL(2, C). Dans cette note nous considerons des surfaces arithmetiques definies sur l'anneau des 
entiers d'un corps de nombres, avec des fibres de genre g > 2. Nous employons la theorie des triplets 
spectraux de Connes pour rapprocher la geometrie hyperbolique de la variete avec la cohomologie du 
cone de la monodromie locale N a l'infini aritmetique qui a ete introduite dans 0. D'abord, nous 
construisons un triplet spectral, oil l'espace non-commutatif est donne par la C*-algebre reduite du 
groupe de Schottky qui agit sur la cohomologie du cone a travers la representation definie par la 
presence d'une structure de Lefschetz module polarisee. Dans ce cadre nous retrouvons le produit 
alterne des facteurs archimediens d'une fonction zeta du triplet spectral. Puis, nous introduisons un 
deuxieme triplet spectral, qui est lie a la description de Manin du graphe dual de la fibre a l'infini. Ici 
l'espace non-commutatif est une C*-algebre qui represente la "reduction modulo infini" et qui agit 
sur un accouplement d' "homologie et cohomologie dynamique" , definie avec les geodesiques limitees 
dans la variete hyperbolique et a travers l'usage d'un systeme dynamique T. L'operateur qui 
represente le "logarithme de Frobenius" sur la cohomologie archimedienne de Q, donne l'operateur 
de Dirac sur ces triplet spectraux. Nous prouvons que la cohomologie archimedienne est plongee dans 
la cohomologie dynamique, de maniere compatible avec Taction de Frobenius reelle Foe, de sorte que 
l'isomorphisme de dualite sur la cohomologie du cone de N correspond a l'accouplement d'homologie 
et cohomologie dynamique. 

Une version detaillee des resultats presentes dans cette note est contenue dans . 



2 Resultats 

Soit X/ K une courbe projective et lisse definie sur k = C or R. Pour a, b £ N, nous notons (A° ,fc ©A b,a )R 
le groupe abelien des formes differentielles reelles (analytiques ou C°°) sur X/ K de type (a, b) + (b, a). 

Pour p eZ, l'expression (A a > b © A b > a ) R (p) signifie le p-eme Hodge- Tate twist de (A a > b © A b ' a ) R . 

Soient i, j, k € Z; nous considerons le complexe suivant 

(A a ' b ®A b ' a ) M ( 1+J ~ l ) si f +j-i= 0(2), fc>max(0,i) 

Jp,3,k = ) a+b=j+l ~ (2 1) 

■ |o-6|<2fc-i v ' 

sinon. 

Sur K l >i' k on definit les differentielles d! : /\' -' '* -+ K i+1 >i +1 ' k+1 et d" : K^' k -> K i+1 >i +1 > k , 
avec d! = d + d et d" — y/^l(d — d). Ceux-ci satisfont d' 2 = = d" 2 {voir [|| Lemma 4.2). Nous 
considerons aussi les morphismes 

N : K^' h -+ K i+2 ' j ' k+1 , N(f) = {2lt^j ^ -i)- 1 f et I : A ' ■' ' -> K^ +2 ' k 1 1(f) = (2irV-T)f A u, 

oil N peut etre regarde comme le logarithme de la monodromie locale a l'infini, et I est V homomorphisme 
de Lefschetz, avec u> la (f,f)-forme reelle fondamentale (fermee) sur Xi K . Ces endomorphismes 
commutent avec d' et d" et satisfont [l,N] = (voir @). On definit K 1 ^ = ® k K l '^ k et on ecrit 
K* = ©i+j = */^ lJ pour indiquer le complexe simple dote de la differentielle total d = d 1 + d" et avec 
Paction des operateurs N et I. 

Le complexe difierentiel K >' avec les operateurs N et I est un module de Lefschetz bigradue et 
polarise, avec la polarisation ip : K~ % '~ 3 ' © K l 'i ' +i — > K(l) definie par 

iftx, y) := (—^r=) ^ - i)^ 1 )" / X ^ C V- 
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Ici, pour m e Z: e(m) := (—1) 2 et C(x) := (v 7 — T) a est l'operateur de Weil pour x une forme 
diffcrcnticllc de type (a,b) (voir |D| §V.l). La forme bilineaire 

(.,.): A© ff->R(l), (a;,tf):=V(a:,ff(i2>)») (2.2) 

est symetrique et definie positive (wow" (|| Lemmas 4.2, 4.5, 4.6 et Proposition 4.7). La structure de 
module de Lefschetz bigraduee correspond a la representation 

a : SL(2, M) x SL(2, M) -> Aut(A') (2.3) 
a°0'(o 6" 1 )}<*> = 0{ia;e ^ 



Nous considerons le cone de l'application TV 

Cone(iV)-'- = Cone(A : K'' -> A-+ 2 '-) := A"''[l] © A' +2 '', D(a,b) = (-d(o), JV(o) + 

et Phyper-cohomologie H q (X*) := H 9 (Conc(A)'). Ces groupes ont une structure gradue H q (X*) — 
® peZ gr7* p Hi(X*) de la forme 

H°(X*) = ® P < H Q {X /C ,R(P)) H 1 (X*) = ® p < H 1 (X /c ,R(p))®® p > 1 H (X /c ,R{p-l)) 
H 2 (X*) = ® p <iH 2 {X /c ,R(p)) © ® P >2^(^/C,I(P- 1)) # 3 (A*) = ffi p > 2j ff 2 (A /c ,K(;p- 1)). 

Quand k = M on obtient des resultats similaires en prenant les invariants de la conjugaison de de 
Rham {voir [| §2.) 

Soit r C PSL(2,C) un groupe de Schottky de rang g > 2. Soit T le T-stabilisateur de chacune de 
deux composantes connexes en P 1 (C)\C, ou C est un quasi-cercle pour T (voir Q). Nous considerons 
les deux groupes Fuchsiens de Schottky Gi :— {a^a^ 1 : 7 € T}, avec ctj les equivalences conformelles 
entre les deux composantes de P 1 (C)\C et les deux hemispheres en P 1 (C)\P 1 (R). Apres un relevement 
de f de PSL(2,C) a SL(2,C), nous considerons la C*-algebre reelle, reduite C*(f). 

Theoreme 2.1 Soit X une surface arithmetique avec fibres de dimension un et de genre g > 2. Soit 
r un groupe de Schottky qui fixe I 'u nifor misation de la surface de Riemann correspondante X/c 0, 
une place archimedienne. Le produit (2.2) induit un produ it in terieur sur H'(X*). La representation 



"2(7) : — cr {l J ^jct^ 1 }' obtenue par une restriction de (2.3) sur le SL(2, M.) -relevement du groupe 
Fuchsien G2, induit une representation de C*(r) sur la completion de Hilbert de H q (X*) avec le 
produit interieur ci-dessus. Ces donnees, avec l'operateur 

p q > 2p 



3>\ gr i» p m{x*) r- ^ p _ 1 q < 2 p-l, 

determinent un triplet spectral 1-sommable (C*(f ), H'(X*), a la Connes (voir j^J). 

Sur les sous-espaces 

H-(X*) := ® p < grJ p H°(X*) © ® p < grJ p H 1 (X*) © ® p < W rJ p H 2 (X*), 

H+(X*) := ® p > 1 gr% p H 1 (X*) © ® p > 2 gr% p H 2 (X*) © ® p > 2 gr? p H 3 (X*), 

on definit des isomorphismes de dualite S — (9 2 =0 S q qui sont produits par les puissances de la mon- 
odromie (voir [Q, Proposition 4.8). L'operateur 

s- 1 

5 
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satisfait u 2 = id, u* = w, [oj,a] = 0, pour chaque a G C*(r), et (<J>w + w$)\h<i(X*) = 1 ' id. Par 
consequent, nous considerons dans la famille de fonctions zeta associees au triplet spectral 

Ca,p_$(s,z) := Tr( a n(A,P_$))( S -A)- z , (2.4) 

AeSpcc(P_$) 

avec a = <j2{—id). Ici P_ est la projection sur le sous-espace H~(X*) et IT(A, P_$) est la projection 
spectrale sur le sous-espace propre de l'operateur P_$ avec valeur propre A. 



Theoreme 2.2 La fonction zeta (2.4) satisfait 

-l 



exp ^-^Ca,P_*/(27r)(s/(27r), z)\ z=Q j 



L C (H° (X /c , C) , s) ■ L C (H 2 (X /c , C) , s) ' 
ow Lc(H q (X/c,C), s) sont les facteurs L archimediens definis en (^j. 

Pour un choix d'un ensemble de generateurs {ffi}f =1 du groupe de Schottky T, nous considerons 
l'ensemble S des suites reduites et doublement infinies dans les {<?i}j£i (<?i+ 9 = ft- -1 )' 

5 = {. ..a_ m ...a-ia ai...a e ... |a 4 G {Si}^, a !+i ^ a^Vj e Z}. 

L' operateur de decalage T agit sur 5 comme 

T(. . . a 

— m ■ • ■ l^O^l ■ • ■ ^ • ■ •) — • • • ^ — m+1 ■ • • ■ • • ^£+1 • • • 

Le couple (S,T) est un espace de Smale (voir [|l0|), et le tore de l'application T est defini comme 
5 T :=Sx [0, l]/(x,0) - (Tx, 1). 

II y a une identification H 1 (St,%>) — K (C(S) Xt Z) sur la cohomologie de St avec le K - 
groupe de la C*-algebre produit croise pour Taction de T sur S (voir 0). Ceci munit H 1 (St,%) 
d'une nitration de groupes commutatifs libres Fo ^ F\ • • • Pi c — ► avec rangFo = 2g et 
rangF„ = 2g(2g - l)' 1 - 1 ^ - 2) + 1, pour n > 1, de facon que ^(St,^) = lim ?i F„ (uoir §). 
Le groupe d'homologie Hi(St,<^) a une filtration de groupes commutatifs libres /Cat, de sorte que 



Hx(S T ,Z) = Um^ fC N , avec rang(/C7v) = (2g -1)^ + 1 pour N pair et (2g - l) N + (2g - 1) pour N 
impair. 

Definition 2.3 1. Nous definissons la cohomologie dynamique comme 

H dyn ®p<ogr2 p H} yn , oil grl p H\ yn := Gr_ p ® R K(p), 

pour Gr„ = (F n /F n _i) 8^1. iVous definissons le sous-espace gradue V := ® p <vgr\ p V de H\ yn 
avec gr\ p V engendre par les elements (2-k^J— l) p x- P +i,k, pour Xn.k '■— [Xs+(w„ k )] en G>r n _i. Ici 
Xs+(w n fc ) es ~t la fonction characteristique du sous-espace topologique S + (w rit k) de 

S + = {a ai ...at... |<Zj G {ft}^, a i+1 ^ aj 1 } 
avec a ...a n = w n< k ■= fffefffc^ ■ ■ fffc - 

n— /o«s 

J?. Nous definissons I ' homologie dynamique comme 

Hf yn := © p > lff r 2 r pJ ff^™, ou 5 r 2 r p i/f" := /C p _! ® R(p). 

iVoits definissons aussi W C iJ^ yn comme le sous-espace gradue W — ® p >igr2 p W , ou gr^pW 
est engendre par les 2g elements (2ir\/—l) p gtgk ■ ■ -9k- 

p—fois 



4 



II y a une involution (que nous notons encore i 7 ^) qui agit sur l'homologie et la cohomologie 
dynamiques et qui est induit par le changement d'orientation. 

Theoreme 2.4 II y a des isomorphismes Foa-equivariants U et U , tels que le diagramme suivant soit 
commutatif (avec p < 0): 



grl p V ^grl { _ p+l) W. 

lei Si est I'isomorphisme de dualite de jQj qui est induit par I'operateur de monodromie N , et T> est 
I'isomorphisme de dualite induit par I'accouplement d'homologie et cohomologie de St- 

L'algebre de Cuntz-Krieger Oa {voir Q), avec la matrice elementaire A du sous-deplacement de 
type fini (S, T), satisfait Oa — C(Ar) x T, oil Ar C P 1 (C) est l'ensemble limite du groupe de Schottky 

r. 

Les isometries generatrices Si de Oa agissent sur F n comme (Sih)(ao . . . a n ) = h(g^ ao ■ ■ ■ On— l) ' 
Xao#gi( a o • • -a„). Cela definit une action de la C*-algebre (reelle) Oa sur une completion de Hilbert 
appropriee de H\ yn . De plus, les fonctions / £ Co(H 3 ) definissent des operateurs (p(f)h)(a Q . . . a n ) = 
/((do . . . a n ) ■ xq) ■ h(ao . . . a n ), avec xq £ H 3 un point de base fixe. Ceci donne une representation de 
(C(Ar) ® Co(H 3 )) x: r sur l'algebre des operateurs limites sur H% . 

Les fonctions / G Cb(H 3 , C(Ar)) definissent des operateurs p(f) ao . . . a p = f( ao ...a p ) x ( a o ■ ■ ■ %0 ■ 
<Xq . . . a p sur la completion de Hilbert de H- i yn . Cela induit une representation de la C*-algebre 
C (Xr,f ) des sections du fibre E = (C(A r ) x H 3 )/r — > Xr, ou T agit diagonalment sur C(A r ) x H 3 . 

Nous considerons I'operateur lineaire illimite D : H^ yn © Ttf yn — > 7i} dyn © Hf yn qui agit comme 
une multiplication par le poids D : x i— > p ■ x, sur gr\ p H\ yn avec p < et sur gr2 p H 1 yn avec p > 1. 

Theoreme 2.5 Soit TL — Ti-dyn ® ^4 t&CoiXr-S) 7~ti Vn > oil M. est un bimodule realisant I 'equivalence 
de Morita entre les C*-algebres C (£ r ,£) et A := (C(A r ) © C (H 3 )) X T. Alors, (A, H, D) est un 
triplet spectral avec = D et D\ Mf ^ 1 _ l d yn — I ® D. 
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